Variationsprinzip



Motivation

Vielelektronen-Schrodinger-Gleichung
- Elektron-Elektron-Wechselwirkung koppelt alle Koordinaten

— Separation der Variablen nicht moglich

Ausweg: Testfunktion ¥
z.B. LCAO

(118)

Aber wie ¥ evaluieren?



Variationssatz

E[V] = w >FE VYU (119)
Grundzustandsenergi?_ Tﬂjralle

Funktional E|
Funktion auf Funktionen

Idee
Rate W bis Energie nicht weiter reduziert werden kann



Beweis

Beweis
Entwickle ¥ in die vollstdndige Basis der (unbekannten, exakten) Eigenzustande ¥y,

UV=> U HU=ET¥,  (U0) =0y (120)
(U|H|T) = Zyck\ E, (U0 = Z\ck|2 (121)
Da E, > Ey fur alle &:
N 2E E 2
E[¥] = 2 lonl” Bi o Eod oy loxl =" (122)

Soeleel? T i ekl

Gleichheit: |ex|> = 0 fir alle k # 0, also ¥ o Wy



Linearer Variationsansatz 124

Ritz-Verfahren
Testfunktion als Linearkombination von N festen Basisfunktionen {¢;}

_|vorgege bene Basisfunktionen (z. B. Atomorbitale)

N
V=3 ¢ o (123)
=1 -rf

reie Koeffizienten

Stationaritat

. _&berlappmatrixelement (Dildj)
7>=0 Vi < Z(Hjj—ESij)CjZO V1 (124)

J Hamiltonmatrixelement (¢;|H|d;)




Herleitung der Stationaritatsbedingung

E:N/D,N: ZCICjHij;D:ZC;‘chU

(125)
i i

19N N oD
_ 19 0 (126)

OF
oc; D oct - D2 60

N und D sind linear in ¢}:
ON oD
dc chHij oc* chsij (127)
! J ! J

= 0, multipliziert mit D, mit E = N/D:

ZCJ i EZC] Sij=0 = Z i —

Sij)cj =0 (128)



Lowdin-Orthogonalisierung

> (Hij—ES;)e;=0 Vi=Hc=ESc (129)
J
S=UDUT  D=diag(ss,...,sn), >0 (130)
s/2 —ypY2yT  DY2 = diag(\/51,...,/5N) (131)

Substitution ¢ = S—1/2¢/
S12HS 12 = Ed = Hd = EC (132)

Eigenvektoren riicktransformieren: ¢ = S~/2¢/

Vereinfachend, nimmt an S reellwertig



Nutzen

Testfunktion
- Angenommene Losung

— Energie obere Schranke

Weg zur Losung
- Variiere Freiheitsgrade solange Energie sinkt

- Grundlage vieler Verfahren wie Hartee-Fock



