Das Wasserstoffatom



Aufbau

Ein-Elektronen-System

- Kern mit Ladung +Ze -
— Ein Elektron E 0
J_Kemladungszahl S
R ﬁ2 7 2 -2
H=- y2_ 2° (50)
2me dmeg T
Abstand Elektron—Kern-r ~4
Ziel
— Schrodinger: Orbitale und Energien -6 .
0 2 4 6

- Quantisierung als Resultat der

Nebenbedingungen, nicht als Postulat o]

Coulomb-Potential
Spharische Symmetrie
- V hangt nur von r ab, nicht von 6, ¢

- Kugelkoordinaten (r, 8, )



Vereinfachungen

Born-Oppenheimer System: nur ein Elektron

Kern ortsfest - Keine

Reduzierte Masse Elektron-Elektron-Wechselwirkung

Vielelektronenatome spater nur
Masse Elektron Masse Kern naherunesweise
all I s
me M
M e + M me ( )

TRed uzierte Masse

Punktkern, nicht-relativistisch
Vernachlassigt Feinstruktur
Kein Spin

mg kommt spater



Separationsansatz

Idee
Wellenfunktion separierbar

Winkelfunktion
Y(r,0,¢) = R(r) Y(0,) (52)
Radialfunktion
82 82 62

2_ 2 47 42
v _8x2+8y2+622

In Kugelkoordinaten

geo L0 (0N, L O (G0N, 1 O
2o\ or r2sin 6 06 00 2 sin? 9 0p?

Nann almeatonn i T — T 11 d Nivicinm Airelh DV



Separationsansatz (cont'd)
J_Radialkoordinate

1 d [ ,dR +2me7'2 . Ze? L[ 1 0 (5,07 L1 0’Y (54)
= 4,28 nild B - v o
R dr dr h? degr Y |sin 8§ 06 00 sin?§ 02

-rRadialfunktion Winkelfunktion-r TPolarwinkel -rAzimutvvinkel
Separierbar
beide Seiten gleich Konstante £(¢ + 1)




Winkelteil: Bedingungen
Winkelgleichung

1 a/(. oY 1 9%
Lt 9 Al DI S = 55
S|n06«9<5m980)+sin208gp2+€(£+1)Y 0 (55)
Periodizitat / Eindeutigkeit Endlichkeit
- Y(e+2m) =Y (p) - Y endlich an Polen 6 =0, 7
- = m € Z (magnetische Quantenzahl) - =/eNyund |m| </

(Drehimpuls-Quantenzahl)



Winkelteil: Losungen
Winkelgleichung

+0l+1)Y =0 (56)

1 0 8Y+182Y
00

singoo\*"" 00 ) T sing o
Losungen
- Y,"(0, ¢) heillen Kugelflachenfunktionen
- Eigenfunktionen des Drehimpulsoperators: PYZ’“ =h2(+1)Y"
- Namen: £=0,1,2,3 — s,p,d, f
Reelle Kombinationen zur besseren Interpretierbarkeit
- m# 0:Y,"(0,¢) komplex
- Paare m = +1,+2,... sind entartet
- Erst durch Linearkombination reell: ps, py; duy, duzy dyzs dy2_ 2
- Ohnehin reell (m = 0): p., d,2



Kugelflachenfunktionen

s:f{=0 pzL=1,m=0 d»:l=2,m=0 Ayl =2



Bohr-Radius und reduzierte Einheiten

Naturliche Langenskala Dimensionslose Variablen
Siehe Bohr-Modell - Z: nur noch Skalierung
- Radialer Teil parameterfrei

4 ﬁZ . Skalierte Energie
ap = O 05294 (57) zr L+ E (59)
T mee P=w “2z2E,
Bohr-Radius 0 h

TSkalierter Radius
Naturliche Energieskala

4
mee
B, = ———— ~2721eV 58

Hartree-Energie

Atomare Einheiten
Setzt h = m, = e = 4meg = 1: Langen in ag, Energien in Ej,



Radialteil: Randbedingungen
Substitution u(p) = p R(p) uberfuhrt die Radialgleichung in 1D-Form

—;fpz {—;ﬂ(g;l)] w=tu (60)
Endlichkeit bei p — 0 Normierbarkeit bei p — co
= pR(p) ~ p"*! = pR(p) ~ e
Ansatz: Produkt beider Asymptoten mit Polynom P(p)
u(p) = p*' P(p) e (61)

Normierbarkeit
P(p) muss abbrechen = erzwingt k = 1/n = Quantisierung



Radialteil: Quantisierung

Quantisierung aus Randbedingungen
Nur fur bestimmte ¢, erfullen Endlichkeit und Normierbarkeit gleichzeitig

J_Anzah{ radialer Knoten

n=mn.+f+1, n,=0,1,2,... (62)
THauptquantenzahl
Einschrankungen
-n=123,...
T Z?.13,.6eV
~0=0,1,....n—1 By == (63)

-m=—4,...,+¢



Radialteil: Form der Losung

Assoziiertes Laguerre-Polynom, Grad n — £ — 1 Abfall bei p — oo
{ 720+4+1 —
Rue(p) o pf L2HL | (2p/n) e#/" (64)

T/erhalten beip—0
Eigenfunktionen R,;(p)
— n — ¢ —1 Nulldurchgange (radiale Knoten)
- Reichweite skaliert grob mit n?
Warum Knoten?
— Wellenfunktionen unterschiedlicher n (bei gleichem ¢) missen orthogonal sein
- Orthogonalitat erzwingt Nulldurchgange — wie bei stehenden Wellen



Radiale Wellenfunktionen

a 1.0' §
= 1s = 2p
c o 0.1 b 3
X 0.51 2s p
0.01 w—— 0.0
0 10 20 0 10 20
p=2rlag o =2Zrlag

¢ =0 (s-Orbitale)



Radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit

P =Zrlag



Das Orbital als Ganzes
Vollstandige Wellenfunktion
Zr

ao

¢ném(rv 9’ 90) = Rnf( ) i/ﬁm(ea ‘P) (65)

Knotenstruktur
- Gesamtzahl Knoten: n — 1

— ¢ Winkelknoten
- n— /¢ —1radiale Knoten

Beispiele
- 1s: 0 Knoten — kugelsymmetrisch

- 2s: 1 radialer Knoten, kugelsymmetrisch

- 2p: 1 Winkelknoten (Knotenebene), kein
radialer Knoten

- 3d: 2 Winkelknoten, kein radialer

wsz(xl Ol Z)
< 10
N
o B9
_10-
-10 0 10
X/ag

Ebenenprojektion 2p,
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Zusammenfassung

Anforderung

Mathematische Konsequenz = Quantenzahl

Separierbarkeity = R-Y
Eindeutigkeit Y (¢ + 27) = Y ()
Endlichkeit bei Polen § = 0,7
Endlichkeit bei p — 0
Normierbarkeit bei p — oo
Abbruch von P(p) (Normierbarkeit)

Separationskonstante £(£+1) —

m € Z m (magnetisch)
Im| < ¢, ¢ € Ny ¢ (Drehimpuls)
u ~ gt .
U~ e P —

k=1/m,n=n,+0+1 n (Haupt)



