Mathematische Grundlagen



Systembeschreibung

Klassische Mechanik Pendel
- Ort aller Teilchen x; harmonische Schwingung
- Impuls / Geschwindigkeit v; = 204
. g —— niedrige Energi
Quantenmechanik 2 1.5 E;eherfsergzgle
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2 1.0
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Notation Funktionen

Argument und Parameter Vektorielle Argumente
Unterschreidung konzeptioneller Gruppiere gleichartige Argumente in
Abhangigkeit (Parameter) and Vektor
funktioneller Abhangigkeit (Argument).
J_Zielmenge
J_Parameter(statisch) e R - R (14)
f($|b) = fb(x) (13) _’_Deﬁmtionsmenge

TArgument (@nderbar) .
Beispiel

Parameter gelten fur eine gegebene

Anwendung als fest. Lies: f von x gegeben fX) = f(z,y,2) (15)

b. Beispiel: log,(x).



Wellenfunktion

Definition

- N Kerne

- n Elektronen

- Beschreibt System vollstandig

Koordinaten der Kerne
W(X1,X2, -+ , X, |[R1, R, -+ RN ) = U(Xy, Xg, -+, X,) =T (16)

Koordinaten der Elektronen -rUbllche Kurzschreibweise



Interpretation

p(xl7"' axn) = ‘\I’(Xh'” 7Xn)’2 = ’\11’2

TAufenthaltsvvah rscheinlichkeit

Normalisierung
Jedes Elektron muss irgendwo sein

/ / / p(z1, 9, x3)dr1drodrs = /pdgx = /p(x) dx=1

lim ¥ =0

T—r00

Grenzwert




Komplexitat
Beispiel
- Methan, d.h. 10 Elektronen
- Gitter mit 5 Punkten pro Dimension

Wellenfunktion
- 510 Gitterpunkte

- 6/B
- 7-mal Globale Daten



Messungen

Zustand Klassisch
- vollstandig beschrieben durch ¥ Teilchenort und -Geschwindigkeit

- Skalierung gibt den gleichen Zustand

Zustandsraum Klassisch

alle denkbaren Zustande Phasenraum
Observable Klassisch
Physikalische Eigenschaft ist Operator, Funktionsdefinition

angewendet auf Zustand

Messwert Klassisch
- Eigenwert des Operators Beliebiger Wert

- potentiell quantisiert



Operator

Quantenmechanisches Aquivalent zur klassischen Observable
V\/ellenfunl<t|onJ_ J_Ergebms, z.B. Funktion

AV = (20)
-rOperator

Beispiel Wellenfunkti Ob bl
ellenfunktion| ~ Observable

TV =2V (21)

TOrtsoperator



Aquivalenzen

Observable Klassisch Quantenmechanisch
Ort r T

—

Impuls p p = —ihV
Drehimpuls L L=Txp
Energie E H=T+YV

Lies: h querJ_ J_Plancl«Konstante
i’=—1;h=h/2n
TI

maginare Einheit

o o0 0 o o0 0
v<araayvaz>7 V’L(axzaayzvazz>

Nabla-Operator




Potentielle Energie

Kernladungszahl J_Elektronenladung

-~ ZAZBG
VNN = Z R Rp| (24)
o A — Rp

Kern-Kern-AbstoRung A<B

Kernposition

2
=~ e
‘/ee:

— (25)
- i ]ri — I’j’
Elektron-Elektron-Abstoung J

Elektronenposition

Elektron- Kern Anziehung



Kinetische Energie

Impuls—OperatorJ_ J_Norm Im

7 :Zﬁzﬁz_ ZiVQ Z h2 - (27)
c —~ 2m, —~ 2me '

¢ - ¢ —rLaplace—Operator
o Elektronenmasse
Kinetische Energie der Elektronen

- K2
Iy =-) vy (28)
2M 4
Kinetische Energie der Kern?_ A -
Kernmasse
0? 0? 0?
Ai=V2 = o2t oz (29)
oz ' oy | 9z
_’Taplace Operator



Gesamtenergie

J_l—lamiltonfOperator (Gesamtenergie) Kern-Kern-AbstoRung
fI:T\—I-‘/}:T’-l-fN—l-‘ZN-F‘ZE-F‘/}NN (30)

Kinetische Energle lektron Elektron-AbstolRung
Potentielle Energle Elektron Kern-Anziehung
Ki

Kinetische Energie der Elektronen netische Energie der Kerne

= ﬁ2 ZA€ ZAZBe
H:_;mvg_g ZZ|r—RA| Z|r—rj| Z|RA—RB|

(31)



Dirac-Notation

Motivation
— Integrale Uber Wellenfunktionen treten Uberall auf

- Kompakte Schreibweise nach Dirac

Ket Bra
Zustandsvektor, entspricht Wellenfunktion  Dualer Vektor, komplex konjugiert

) = Y (32) W < ¢

Ket: Zustand Bra: konjugierter Zustand




Skalarprodukt

Bracket (Bra-c-ket)
Zusammensetzen von Bra und Ket ergibt Skalarprodukt

@) = [ o0 (34)
Skalarprodukt
Normierung Orthogonalitat
Bekannte Bedingung in neuer Zwei Zustande heillen orthogonal, wenn
Schreibweise ihr Skalarprodukt verschwindet
() = / ()2 dx = 1 (35) (Yily) = i (36)

Tk

ronecker-Delta



Operatoren in Dirac-Notation

Erwartungswert
Messgrofe eines Operators im Zustand |¢)

@wﬂw%mszmﬁwmw 37)

Erwartungswert von A

Matrixelement
Ubergang zwischen zwei Zustanden

(@I10) = [ &) Ao dx (38)
Matrixelement



Zusammenfassung

Wellenfunktion
¥ beschreibt den Zustand vol

gibt Aufenthaltswahrscheinlichkeit.

Operatoren A
Physikalische Observablen entsprechen Operatoren: T, p = —ihV, H =T + V.

Potentielle Energie R R R
Coulomb-Wechselwirkungen: V.n (Anziehung), V.. und Van (AbstoRung).

Kinetische Energie
T = —ﬁv2 fur Elektronen und Kerne.

Hamllton -Operator
H= T + TN + VeN + V66 + VNN fasst alle Beitrage zusammen.



